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wihrend bei Normalleitern bekanntlich eine
solche Darstellung nicht existiert. Doch soll auf
die genauere Verfolgung dieser Zusammenhénge
verzichtet werden.

Die Existenz elektrischer Felder in Supraleitern
miilite sich im Prinzip indirekt experimentell veri-
fizieren lassen, wenn man etwa einen supraleiten-
den Ring aus homogenem Material an einer Stelle
durchschneidet, die beiden Enden auf verschie-

dene Temperatur bringt und nun im Raum zwi-
schen den Enden (ohne Beriihrung mit den
Metallflichen) das elektrische Feld mifit. Der sto-
rende Einflub der Oberflichen-Potentialdifferen-
zen sollte hier zum mindesten in erster Ndherung
wegfallen, so daB die wahre Potentialdifferenz
zwischen den beiden auf verschiedener Tem-
peratur befindlichen Enden gemessen werden
konnte.

Uber den Zusammenhang der Eigenwerte der Heisenbergschen
S-Matrix mit den stationdren Zustédnden

Von Joser MEIXNER

Aus dem Institut fiir theoretische Physik der Technischen Hochschule Aachen
(Z. Naturforschg. 3a, 75—78 [1948]; eingegangen am 17. November 1947)

Fiir den von Kramers und Heisenber g gefundenen Zusammenhang zwischen
den Eigenfunktionen des kontinuierlichen und des diskreten Spektrums eines wellen-
mechanischen Eigenwertproblems wird ein neuer Beweis gegeben, der auf dem Ent-
wicklungssatz und auf den Eigenschaften der Greenschen Funktion beruht.

eisenberg? hat in der Quantentheorie der
Wellenfelder eine Streumatrix (S-Matrix ge-
nannt) eingefiihrt, aus der sich die Wirkungs-
querschnitte bzw. das asymptotische Verhalten der
Wellenfunktionen fiir StoBprozesse einerseits, die
diskreten Energieeigenwerte des abgeschlossenen
Systems andererseits gewinnen lassen. Als Ersatz
der Hamilton-Funktion gedacht bei Systemen, fiir
welche keine oder keine einfache Hamilton-Funk-
tion existiert, hat sie natiirlich auch einen Sinn
fiir Systeme, bei denen man eine solche angeben
kann. In den letzteren Fillen lafit sich beweisen,
daB man aus der S-Matrix, oder, was damit gleich-
wertig ist, aus den Eigenfunktionen des konti-
nuierlichen Spektrums durch den Vorgang der
analytischen Fortsetzung Eigenwerte und Eigen-
funktionen des diskreten Spektrums erhalten
kann. Dieser Beweis wurde von Heisenberg, auf
eine miindliche Mitteilung von H. A. Kramers
(1942) zuriickgehend, am speziellen Beispiel eines
einzigen Teilchens in einem zentralen Kraftfeld,
das durch eine dreidimensionale Schroédinger-
Gleichung beschrieben wird, ausfithrlich ausein-
andergesetzt.
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Dieser Zusammenhang zwischen kontinuier-
lichem und diskretem Spektrum wurde vom Ver-
fasser bereits in seiner von Sommerfeld an-
geregten Dissertation? an der Schrodinger-Glei-
chung mit Coulomb-Potential bemerkt, an der
Dirac-Gleichung bestitigt® und im Anhang einer
weiteren Arbeit* bei allgemeineren Potentialen
formuliert und angewandt.

Es ist das Ziel der folgenden Ausfiihrungen,
einen Beweis dieses Zusammenhanges zu geben,
der in seiner Methode in den erwéhnten Arbeiten
vorgezeichnet ist. Er unterscheidet sich vom Hei -
senberg-Kramersschen Beweis darin, daB
nicht die Vollstindigkeitsrelation, sondern der
Entwicklungssatz nach den Eigenfunktionen des
diskreten und kontinuierlichen Spektirums zu-
grunde gelegt wird. Der folgende Beweis dieses
wichtigen Problems beleuchtet damit die Verhélt-
nisse von einer etwas anderen Seite, insbhesondere
nimmt in ihm die Greensche Funktion die Stel-
lung ein, welche ihr auf Grund ihrer von Som-
merfeld®® stets unterstrichenen, aber sonst
wenig ‘beachteten physikalischen Bedeutung bei
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wellenmechanischen StoBproblemen zukommt. In
mathematischer Hinsicht befriedigt dieser Beweis
vielleicht mehr, weil die 3-Funktion in ihm nicht
explizit eingeht.

1. Vorbereitungen. Wir betrachten die
eindimensionale Schriodingersche Wellengleichung

ey .
— +EBv=V @) v (1)
dx

im Intervall 0 =z < co. k = Wellenzahl, V(z) =
potentielle Energie in geeigneten Einheiten; sie
verschwinde fiir £ — oo hinreichend stark. Zur
Gl (1) gebe es ein kontinuierliches Spektrum,
welches alle Werte von k zwischen 0 und oo um-
faft, ferner ein diskretes Spektrum mit den rein
imaginéren Eigenwerten k = + k , £ k,,... (ent-
spr. negativen Eigenwerten der Energie), wobei
wir etwa die Randbedingungen ¢ = 0 fiir z = 0
und ¢ = endlich fiir £ — co voraussetzen.

Jede Eigenfunktion des kontinuierlichen Spek-
trums ¢ (k,z) 14Bt sich aus einer einlaufenden
Welle f(k,z) und einer reflektierten Welle
—S (k) f(—k,z) zusammensetzen, wobei die
erstere durch das asymptotische Verhalten

fle,z)~e " fiire > ®)

definiert ist (bei geeigneter Wahl des Zeitfaktors
in der Wellenfunktion). Fiir S (k) konnen wir
zufolge unserer Randbedingung bei z = 0 schrei-
ben f(k)/f(—k), wobei zur Abkiirzung
f(£k,0) =f(xk) gesetzt ist; ferner fiigen wir
einen Faktor (2=)—': bei, um die Eigenfunktio-
nen des kontinuierlichen Spektrums in der k-Skala
zu normieren. Dann wird

w(k,x)=(2n)“l/z[f(k,x)—?g)gf(—k, x)],

C))

wobei f (—Fk) stets von Null verschieden ist.
Die Amplitude S (k) der reflektierten Welle
entspricht in der allgemeinen Theorie von Hei-

senberg einem Eigenwert der S-Matrix.
Wegen der Reellitat der Differentialgl. (1) ist

ko) =f(—Fk,) )

und daher f(k)* =f(—k) und somit S(k) S(k)*
=1, wenn der Stern die Bildung des konjugiert
komplexen Ausdruckes bedeutet. SchlieRlich ist

_ =k

PERD==0m

vk, ). ®)

Fir die Eigenfunktionen des diskreten Spek-
trums schreiben wir v, (z); sie seien so normiert,
dafl

(e o]
v, (D, (@) de =3, . ©
0

Wesentlich fiir das Folgende ist die Bemer-
kung, da f(k,z) nicht nur fiir reelle k einen
Sinn hat, sondern als Funktion von k in der gan-
zen komplexen k-Ebene analytisch fortgesetzt
werden kann. Ist V(z) =0 fiir z >z, (sog.ab-
geschnittenes Potential), so ergibt sich, wie
Jost? ausfiihrlich auseinandergesetzt hat, daf
fiir alle

f (k, ) =regulir in %k mit ein- _
fachen Nullstellen fiir £=0. )

Die Funktion S (k) hat also einfache Pole dort,
wo f (—k) verschwindet. Wegen S(k) S(—k) =1
entspricht jedem Pol von S (k) in der positiv
imaginédren Halbebene eine Nullstelle in der nega-
tiv imaginéren Halbebene, weshalb man auch hiu-
fig von den Nullstellen von S (k) fiir Im k<0
statt von den Polen fiir Im k >0 spricht.

Fiir grofie Absolutwerte von k gilt asympto-
tisch

fk,z)~e e, ®)

Fiir nicht ,abgeschnittene” Potentiale kann
statt (7) nur behauptet werden, daB fiir Im k>0

f (—k,x)=reguldr in k mit ein-
fachen Nullstellen fiir 20,
f (k ,2) =regulédr in & abgesehen
von Unendlichkeitsstellen, ®
v (k, x) - f (—k) = ganz transzendent in %
und nicht identisch Null .

Die asymptotische Darstellung (8) gilt nun-
mehr nur fir Im k>0. S(k) hat also weitere
Unendlichkeitsstellen, falls f (k) solche hat. Man
bezeichnet sie als falsche Unendlichkeitsstellen,
die entsprechenden Nullstellen in der Halbebene.
Im k <0 als falsche Nullstellen. Ihr Auftreten hat
zuerst M a® bemerkt. — Wir nehmen im folgenden
der Einfachheit halber an, daB keine Unendlich-
keitsstelle von f (k) mit einer Nullstelle von
f (—k) zusammenfillt.

7 R. Jost, im Druck.
$ S. T. Ma, Physic. Rev. 71, 195 [1947].



UBER DIE HEISENBERGSCHE S-MATRIX 7

2. Die Methode der Greenschen Funk-
tion. Unser Beweis des fraglichen Zusammen-
hanges zwischen kontinuierlichem und diskretem
Spektrum beruht nun darauf, dal man die
Greensche Funktion einmal als Losung der Schro-
dinger-Gleichung definieren kann, welche die ge-
gebene Randbedingung bei £ = 0 und die Sommer-
feldsche Ausstrahlungsbedingung fiir £ — co er-
fiillt und welche iiberall stetig ist, wéhrend ihre
Ableitung an der Stelle £ =y um -+ 1 springt,
und daB man sie andererseits nach dem Entwick-
lungssatz durch die Eigenfunktionen des konti-
nuierlichen und des diskreten Spektrums darstel-
len kann. Durch Gleichsetzen beider Ausdriicke
fiir die Greensche Funktion ergibt sich fast un-
mittelbar der gesuchte Zusammenhang.

Diese beiden Darstellungen der Greenschen
Funktion lauten fiir 0 <k < oo

Gy,
_(Qx{/g 1 {W(k,m)f(—k,y) firz=y,
=CD ik i (—k, ) (k,y)  farozy
und (10)
G (k; x’y)_:/~w(ox)w(@yy= . J;on
v, (2) v, )
+Z R—k

n

Der Integrationsweg in (10a) weicht bei e =k
in die negativ imaginire Halbebene aus, wie es
die Ausstrahlungsbedingung von Sommerfeld ver-
langt. Fiir komplexe k haben wir unter ¢ (k,y)*
usw. nicht wie bei reellem k die konjugiert kom-
plexen Ausdriicke zu ¢ (k,y) usw., sondern die
analytische Fortsetzung der fiir reelle k definier-
ten Funktionen ¢ (k,y) usw. zu verstehen; doch
bleiben natiirlich Beziehungen wie (4) erhalten.

‘Wir setzen fiir das Folgende z <y voraus. Fiir
x>y wiirde eine entsprechende Rechnung das-
selbe Ergebnis liefern. Wir zerlegen ¢ (e,y)* in
(10a) nach (3) in zwei Summanden und ziehen
zunichst den Integrationsweg fiir den ersten
Summanden iiber den singuldren Punkt e=Fk
weg. Dabei entsteht als Residuum gerade der Aus-
druck (10) fiir G (k; =, y). Die verbleibenden
Integrale iiber die beiden Anteile obiger Zerlegung
miissen sich also gegen den Beitrag des diskreten
Spektrums in (10a) wegheben. Die so entstandene
Beziehung formen wir noch etwas um.

Im Integral iiber den zweiten Summanden er-

setzen wir ¢ durch —e: der Integrand stimmt
dann wegen (5) mit dem Integranden des ersten
Summanden iiberein. Die beiden Integrale lassen
sich daher zu einem einzigen zusammenfassen,
dessen Integrationsweg € von — oo nach + oo
geht und bei den beiden singuliren Punkten
¢ = * k in die positiv imaginére Halbebene aus-
weicht. Es gilt also fir =y

(Qn)—l’fw(o zzf(_g ?/) do (11)

v, (@) v, (*
- B—k

— o€

Fiir ,,abgeschnittene’ Potentiale verschwindet
der Integrand wegen z <y fiir Im k>0 wegen
(8) exponentiell, und daher lafit sich der Inte-
grationsweg € durch den Weg von + co nach — oo
im Unendlichen der positiv imagindren Halbebene
schlieBen. Dasselbe scheint fiir nicht-abgeschnit-
tene Potentiale der Fall zu sein, obwohl dann fiir
groflen positiven Imaginérteil von k nicht mehr
die asymptotische Darstellung (8) gilt, vielmehr
treten dann Faktoren zur Exponentialfunktion in
(8), die an den Unendlichkeitsstellen von f (k)
singulér sind.

Innerhalb des Integrationsweges hat der Inte-
grand, als Funktion von e betrachtet, nur dort
einfache Pole, wo f(—e) verschwindet; denn
Y (e,z) f(—e) und f(—e,y) sind fiir Im ¢ >0
nach (9) regulidre Funktionen von e. Die falschen
Unendlichkeitsstellen von S () geben daher keine
Singularititen des Integranden fiir Im ¢ > 0. Der
Integrationsweg 1daBt sich auf die Pole von
f(—e)~! in der positiv imagindren Halbebene
zusammenziehen. Das Integral in (11) mull eine
Partialbruchreihe mit den Nennern k2 —k, 2 lie-
fern; d.h. die Pole von f (—e)—? fallen mit den
diskreten Eigenwerten zusammen, und es gilt

@) 2, @) v, () =— ,fv@,nfo—ouym

12)
oder auch, wenn wir fiir ¢ (¢,x) den Ausdruck
(3) einsetzen,

2y, @) v, ()
— =k D) F (k) [ () P F(— ) de

=f(=h, D (—k, ) P S@de.  (19)
kﬂ
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Fiir grolle =,y ergibt sich

24 w, (.r) v, 7/)* g kyl (x+2) f S(g) do, (14)

k"

woraus der Normierungsfaktor im diskreten Spek-
trum entnommen werden kann.

3. Ergdnzende Bemerkungen. Im drei-
dimensionalen Fall 146t sich die Darstellung (10a)
der Greenschen Funktion unter Beriicksichtigung
einer eventuellen Entartung der Eigenwerte un-
mittelbar iibernehmen. Die (9) entsprechende Dar-
stellung 1aBt sich zwar allgemein nicht explizit
angeben, doch ist es hier moglich, und das geniigt
fiir unsere Zwecke, eine solche Darstellung zu
finden, wenn der Quellpunkt @ sich in grofier Ent-
fernung befindet. Ist iiberdies der AufpunktP weit
vom Streuzentrum entfernt, jedoch so, daf noch
7, < 7, bleibt, so lautet sie

(15)
eikrP]
rp |’
rp,9,¢ sind Polarkoordinaten des Aufpunktes P;
r, = Entfernung des Quellpunktes vom Koordi-
natenanfangspunkt. Der Quellpunkt ist auf der
positiven z-Achse angenommen,

Der Klammerfaktor in (15) ist eine Uberlage-
rung einer vom Quellpunkt ausgehenden ebenen
Welle und einer vom Streuzentrum gestreuten

Kugelwelle. Letztere 148t sich in Partialwellen
zerlegen

o l
Sk;d,9)=D] D S, (k)P (cos B)e™?.
l

=0 m=—

GE;P,Q)~
e
—4nrQ

ler

~[e-ikzP+S(k;0,rp)

(16)

Die Greensche Funktion lost also das Streu-
problem fiir eine aus einem Quellpunkt Q kom-
mende Teilchenwelle an einem Streufeld. Die ge-
streute Intensitdt im Vergleich zur einfallenden
wird fiir entfernte @ durch [S(k;$,9)|2 ry®
gegeben. Dariiber hinaus enthilt die Greensche
Funktion unter den Unendlichkeitsstellen der
Funktion S oder der Koeffizienten S, .. als analy-
tische Funktionen von k betrachtet, die Eigenwerte
des diskreten Spektrums. Es gelten analoge Be-
ziehungen zu (12), (13), (14).

Damit enthélt die Greensche Funktion bei gro-
Ber Entfernung von P und @ vom Streuzentrum
(mit r, <r,) dieselben Informationen wie die
Streufunktion S (k ; 9, ¢) bezw. wie die Koeffizien-
ten S,,,(k) und ist ihr damit gleichwertig.

Im Falle des Coulomb-Potentiales ist das
asymptotische Verhalten der Wellenfunktionen
etwas anders als in (2) bzw. in (15) angegeben,
doch lassen sich die obigen Uberlegungen fiir die-
sen Fall leicht modifizieren. Im iibrigen kénnen
hier die Aussagen (12), (13), (14) direkt nach-
gepriift werden. Das wurde in %3 fiir die Schré-
dinger-und fiir die Dirac-Gleichung durchgefiihrt.

Verwickelter sind die Verhiltnisse bei Mehr-
teilchenproblemen, insbesondere hinsichtlich der
anschaulichen Deutung des Zusammenhanges der
Greenschen Funktion mit dem allgemeinen Stof-
problem. Hierauf kann vielleicht spiter eingegan-
gen werden.

Hrn. Prof. A, Sommerfeld und Hrn. Prof. W.
Heisenber g danke ich fiir ihr Interesse an dieser
Untersuchung, Hrn. Dr. Res Jost (Ziirich) dafiir,

dal er mir seine Arbeit vor ihrer Veréffentlichung
zuginglich machte.

Theorie der Streuung schneller geladener Teilchen II
Mehrfach- und Vielfachstreuung *

Von GERT MOLIERE
Aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut fiir Physik, Hechingen
(Z. Naturforschg. 3a, 78—97 [1948]; eingegangen am 8. Oktober 1947)

Die Theorie der inkohirenten Mehrfach- und Vielfachstreuung zu (absolut) kleinen
Winkeln wird neu entwickelt. Gegeniiber den bisherigen Theorien, auf deren Methoden
z. Tl. aufgebaut wird, werden folgende Fortschritte erzielt:

1. Es wird das in TL. I abgeleitete, fiir beliebhige Werte von a = 2Z/ (137 B) giiltige

Einzelstreugesetz zugrunde gelegt.
! Habilitationsschrift Tiibingen 1947.



